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2. Аннотация: Проект посвящен разработке математической модели стохастических 
аттракторов и индуцированных шумом переходов, развивает метод доверительных 
областей, основанный на функции стохастической чувствительности для анализа 
индуцированных шумом переходов и бифуркаций. Основными объектами 
исследования являются нелинейные модели экономической динамики  (модель 
бизнес-циклов, модель Калдора), находящиеся под воздействием случайных 
возмущений различной природы и интенсивности. 
The project devoted to the development of mathematical models of stochastic attractors and 
noise-induced transitions. It develops confident domain method based on the function of 
stochastic sensitivity for analysis of noise-induced transitions and bifurcations. The main 
objects of study are the economic dynamics of nonlinear models (model of business cycles, 
Kaldor's model) under the influence of random perturbations of different nature and intensity.  
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1.  Введение 
Параметры реальной экономической модели могут быть случайными, что можно 
рассматривать как стохастическую динамическую модель. Случайные возмущения являются 
неизбежным атрибутом любой экономической системы. Существенные изменения в динамике 
экономических показателей может быть вызвано даже небольшими стохастическими 
колебаниями. Стохастическая устойчивость динамических экономических процессов является 
одним из предметов современных исследований (см., например, Ким и Вонг (2011)). 
Взаимодействие между нелинейностью и стохастичностью в динамических системах 
может генерировать различные явления, такие как индуцированные шумом переходы 
(Хорстхемке и Лефевр (1984)), стохастические бифуркации (Арнольд (1998)), 
индуцированного шумом хаоса (Gao и др. (1999)), и так далее. Стохастическая динамика 
активно развивающаяся область исследований экономико-математических методов. 
Стохастические циклы деловой активности были рассмотрены Хуанг и др. (2010), Мирча и др. 
(2011). 
Основным инструментом для изучения стохастической динамики является прямое 
численное моделирование. Для параметрического анализа основных экономических  
вероятностных показателей (дисперсия, например) необходыми аналитические подходы. 
Уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК) дает наиболее подробное вероятностного 
описания стохастической динамики. Однако прямое использование этого уравнения является 
технически очень сложной задачей, даже для простейших возможных ситуаций. Таким 
образом, обычно используются асимптотические методы и приближения. Например, метод 
квазипотенциала, предложенный Фрейдлином и Вентцелем (1984) . 
В развитие этого метода, была разработана функция стохастической чувствительности 
(ФСЧ), для вероятностного описания стохастических аттракторов (Башкирцева и Ряшко 2000, 
2004)). 
В этой работе изучаются две модели: модель Калдора и модель бизнес-циклов под 
действием аддитивных и параметрических случайных возмущений. Для исследования 
стохастических равновесий и циклов этой модели, мы используем технику ФСЧ в качестве 
основного аналитического инструмента . 
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ЧАСТЬ 1. Модель бизнес-циклов 
1.1 О модели бизнес-циклов 
В первой главе рассматривается модель бизнес-циклов, предложенная впервые 
Samuelson (1939), Hiks (1950), которые считали, что динамику капитала можно описать 
уравнением  
  ,21)1(   ttt vYYsvY  
где Y – уровень капитала в момент времени t.  
Позднее Puu и  Sushko (2004) усовершенствовали модель, предложив 
линейно-кубическую форму для инвестиционной функции и записав уравнение  
11
3
1 )1(   tttt bYZaaZZ  
где   a > 0, v > 1 – акселераторное число и b – постоянный уровень сбережений. 
Данная модель учитывала тот факт, что правительство распределяют инвестиции в 
инфраструктуру не циклично, отчасти как средство борьбы с депрессией, отчасти как средство 
получения прибыли от более низких цен на сырье во время спада.  
В работе Huang, Wang (2008)  предложена непрерывная модификация этой модели под 
воздействием случайного шума 
).t(bxx)a1(x)a1(x 3  
 (1) 
В данной работе рассматривается случай .)( 21   xt   
Для понимания влияния случайных возмущений необходимо детальное изучение 
детерминированной системы. 
1.2 Анализ детерминированный модели 
Запишем детерминированную модель ( 0,0   ) в виде системы: 





.)1()1( 3 bxyayay
yx


 (2) 
В данной системе существует одно равновесие ).0,0(M Классический анализ 
устойчивости равновесий основывается на системе первого приближения. Локальные фазовые 
портреты в зависимости от параметров системы представлены в бифуркационной диаграмме  
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Рис.1 Бифуркационная диаграмма (а) и фазовый портрет (б) при .1b,2a   
Здесь представлены следующие зоны:  А – седло, В – сосуществование устойчивого узла 
и неустойчивого цикла, С – сосуществование устойчивого фокуса и неустойчивого цикла, D – 
устойчивый фокус, E – неустойчивый фокус, F – неустойчивый узел.  Границы, разделяющие 
зоны, имеют следующие аналитические представления  
.b21,1,1,b21 4321    
Три из четырех границ были найдены при исследовании системы первого приближения. 
Одна граница, 12  , была получена путем численного моделирования поведения системы. 
Для аналитического описания данной находки использовалась теория Ван-дер-Поля  
(Кузнецов А.П., Кузнецов С.П., Рыскин Н.М. (2002)).  
 
1.3 Теоретический метод усреднения Ван-дер-Поля 
Метод Ван-дер-Поля представляет собой простейший вариант метода усреднения. Он 
был разработан Б. Ван-дер-Полем для исследования различных автоколебательных процессов 
в ламповом генераторе. Применим данную теорию к модели бизнес-циклов 
0)1()1( 3  bxxaxax 
 (3) 
Будем считать, что параметр a мал, т.е. система близка к уравнению линейного 
консервативного осцилятора. Вообще, близость к линейной консервативной системе является 
условием применимости метода Ван-дер-Поля. Это позволяет представить решение в виде  
,)()( * itit etAetAx   
где )(tA медленно меняющаяся функция по сравнению с 
ite - комплексная амплитуда. 
Нетрудно подсчитать, что 
б) а) 
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.** itititit eiAeAiAeeAx     (4) 
Отметим, что вместо одной зависимой переменной, x по сути, введены две A и *A . 
Поэтому можно наложить между этими величинами дополнительную связь. Удобно 
потребовать, чтобы 
.0*  itit eAeA   
Тогда уравнение (4) упрощается: 
.* itit eiAiAex   (5) 
Продифференцируем это уравнение еще раз. Получим 
.** itititit eAeAiAeeAix     
С учетом соотношения (4) уравнение выше принимает вид  
.2 * ititit eAAeeAix    (6) 
Подставляя выражения (5), (6) в исходную модель, после ряда вычислений приходим к 
следующему уравнению: 
.0)(
)33)(()1())(1(2
*
33**22333**




itit
ititititititititit
eAAeb
eAeAAAeAeAiaeiAiAeaeAAeeAi 
 В этом уравнении все члены одного порядка малости: они либо содержат производные от 
медленно меняющейся амплитуды A , либо пропорциональны малому параметру. Разделим 
уравнение на 
ite  
.0)(
)33)(()1())(1(2
2*
43*2*222332*2*




it
ititititit
eAAb
eAeAAAAeAiaeiAiAaeAAAi 
 (7)
 
Теперь усредним уравнение по периоду основной частоты. Операция усреднения 
осуществляется следующим образом: 

T
o
dttf
T
tf ,)(
1
)(  
где T  период колебаний (в данном случае 2T ). Поскольку )(tA медленно 
меняющаяся функция, при усреднении ее можно вынести за знак интеграла. Тогда, как 
нетрудно заметить, быстро осциллирующие члены (т.е. все члены содержащие комплексные 
экспоненты) в уравнении (7) дают нуль, и в результате мы приходим к уравнению 
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.0)3)(()1()1(2
23  bAAAiaiAaAAi 
 (8)
 
Уравнение (8) называется укороченным уравнением Ван-дер-Поля. Перепишем его в виде 
)).1()1(3)1((
2
1 23 biAaaAA   
Последнее слагаемое характеризует влияние фазовой нелинейности – нелинейный сдвиг 
частоты. Найдем решение данного уравнения, вводя вещественные амплитуду k и фазу ,
,
2
1 ikeA   подставляя в уравнение получаем 
).1(
2
1
),)1(31(
2
1 23
b
kaakk




 
Умножаем уравнение на k и делаем замену 2kp   
).)1(31( 3 paapp 
 (9)
 
Найдем неподвижные точки уравнения (9). Во-первых, имеется неподвижная точка 
,0p соответствующая нулевому состоянию равновесия системы. Она устойчива при .1a  
Кроме того,  возможно существование еще одной неподвижной точки  
.
)1(3
1
3a
a
p


  
Условие существования неподвижной точки имеет вид 1a  и ,1a  т.к. .0p
Анализируя их на устойчивость можно сделать вывод, что при 1a  p неустойчиво, а при 
,1a p устойчиво. Они соответствуют устойчивому и неустойчивому предельным циклам 
исходного уравнения. Таким образом, аналитическим методом было доказано, что когда 
1a  в системе существует неустойчивый предельный цикл. 
Для определения зависимости устойчивости аттракторов системы от параметра 
необходимо найти показатель Ляпунова – для равновесия и характеристический показатель – 
для цикла. На Рис. 2 построена зависимость устойчивости от параметра системы.  
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Рис. 2. Устойчивость аттракторов при b=1. 
Здесь сплошной линией выделен характеристический показатель устойчивых 
равновесий, пунктиром — неустойчивых равновесий, жирной сплошной линией — 
устойчивого цикла. Как видно из графика, при увеличении параметра a  устойчивость цикла 
резко увеличивается.  
 
1.4 Стохастическая модель бизнес – циклов 
Рассмотрим следующую стохастическую систему 





,)1()1( 21
3  

xbxyayay
yx
 (10) 
где   — стандартный винеровский процесс, моделирующий случайные внешние 
воздействия, ε и  — интенсивности шума. 
Под действием шума случайные траектории покидают детерминированный аттрактор и 
образуют вокруг него пучок случайных траекторий. Матрица вторых моментов (Башкирцева 
И.А. (2013)) для равновесия имеет вид: 



















))1(2(
0
0
))1(2(
2
2
2
2




ab
b
ab
W  
Каждое собственное число матрицы задает разброс (дисперсию)  случайных траекторий 
в направлении, которое задает соответствующий ему собственный вектор.  Для проверки 
корректности найденной матрицы проведен сравнительный анализ с эмпирической 
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дисперсией.  
а)  б)  
Рис.3. Теоретическая (сплошная) и эмпирическая (точки) дисперсия при 1,3  ba              
а) по оси Oх для 3.0 , б) по оси Oу для 1.0   
Как видно на Рис.3 эмпирическая дисперсия хорошо накладывается на аналитически 
найденную дисперсию (элементы матрицы вторых моментов), что позволяет сделать вывод о 
соответствии построенной теории и эмпирических данных. 
В том случае, когда в матрицу вторых моментов в явном виде не входят интенсивности 
шумов, ее можно назвать матрицей стохастической чувствительности. Матрица 
чувствительности задает отклик аттрактора, а матрица вторых моментов – дисперсию 
случайных воздействий. Так как теория стохастической чувствительности некорректно 
описывает влияние  параметрического шума, нахождение матрицы вторых моментов является 
единственным адекватным аппаратом в теории стохастической чувствительности для анализа 
влияния параметрических шумов. 
Для системы (10) при ,0,0    матрица стохастической чувствительности 
записывается в виде 
.
)1(2
0
0
)1(2
1

















ab
b
ab
W  
На Рис.4а представлен график функции чувствительности равновесия в зависимости от 
параметра системы a при фиксированном значении b=1. При этом элементы матрицы W 
совпадают, и значит, чувствительность равновесий по оси Oy и по оси Ox будет одинаковой и 
эллипсом рассеивания будет окружность. Можно заметить, что при приближении параметра к 
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бифуркационному значению функция начинает резко возрастать. Это говорит о том, что 
отклонение случайных состояний от детерминированной траектории будет увеличиваться. На 
основе матриц стохастической чувствительности и вторых моментов возможно построение 
доверительных областей (Приложение1). 
а)  
Рис. 4. Функция стохастической чувствительности при b=1 (a), эллипс рассеивания и 
случайные состояния системы для a=-4, b=1, σ=0, ε=0.01 (б). 
 
На Рис.4б представлен эллипс рассеивания при  a=-4, b=1, σ=0, ε=0.01 с доверительной 
вероятностью P=0.95. Легко заметить, что случайные состояния с данной вероятностью лежат 
внутри эллипса. Построение доверительных областей дает возможность предугадывать 
различные качественные эффекты и находить критические значения интенсивностей шумов, 
когда в системе возможны переходы из бассейна притяжения одного аттрактора в бассейн 
другого.   
В случае, когда аттрактором системы является предельный цикл, численно построена 
функция чувствительности, как решение краевой задачи (Прил2). На Рис.5а изображена 
функция m(t) для разных типов шумов:   чувствительность для мультипликативного шума ,  
для аддитивного шума,  для аддитивного и мультипликативного шумов. На Рис. 5б (слева) 
изображены случайные состояния системы (10) для a=2, b=1, ε=0.1, σ=0.1 (соответствующие 
графику ξ3), на Рис.5б (справа) для a=2, b=1, ε=0, σ=0.1 (соответствующие графику ξ1). 
б) 
12 
 
 
Рис. 5. Функция стохастической чувствительности цикла (а) для a=2, b=1, ξ1 – 
мультипликативного шума, ξ2 – аддитивного шума, ξ3 – мультипликативного и аддитивного 
шумов и случайные состояния (б) для ξ3 (слева), ξ1 (справа). 
 
Легко заметить, что график ξ3 складывается из суммы ξ1 и ξ2. Это говорит о том, что 
чувствительность цикла выше, когда на систему оказывают влияние как аддитивный, так и 
мультипликативный шум, что является вполне естественным. 
 
Рис.6. Коэффициенты стохастической чувствительности цикла для b=1. 
а) 
б) 
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На Рис. 6 представлен график зависимости коэффициентов чувствительности для цикла 
от параметра системы а. Пунктирной линией  (ξ1) изображен график для мультипликативного 
шума, сплошной (ξ2) – для аддитивного шума, пунктир–точка (ξ3) – для аддитивного и 
мультипликативного вместе. При увеличении параметра a устойчивость цикла резко 
возрастает (см. Рис.2) и это, как следствие, влечет уменьшение чувствительности цикла к 
случайным внешним возмущениям (ξ2). Для кривой, отражающей коэффициент 
чувствительности на параметрический шум (ξ1) картина противоположна и при увеличении 
параметра a, с некоторого значения график ξ1 выше графика ξ2. Отсюда можно сделать вывод, 
что преобладающим шумом становится параметрический. Зафиксируем значения параметров 
a=5, b=1 и рассмотрим два случая воздействия шумов: ε=0.05, σ=0 и ε=0.05, σ=0.1.  
 
Рис.7. Случайные состояния системы (а) при а=2, b=1, ε=0.05, σ=0 (слева) и ε=0.05, σ=0.1 
(справа). Доверительные полосы для соответствующих случайных состояний (б).  
  
На Рис.7а  изображены случайные состояния системы (19) при a=2, b=1 для  (слева) и    
(справа). При значении параметра a=5 чувствительность цикла на аддитивный шум маленькая 
(Рис.6), следовательно, случайные состояния отклоняются от детерминированного цикла 
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недалеко, слегка размывая его (Рис.7а (слева)). Как только появляется влияние 
мультипликативного шума, в наиболее чувствительных зонах цикла происходит увеличение 
разброса случайных состоянии, что приводит стохастический цикл к виду «цикл с ушами».  
На Рис.7б изображены доверительные полосы для этих циклов. С вероятностью P=0.95 
случайные состояния будут распределяться внутри полос. Глядя на Рис.7(а,б) можно заметить, 
что доверительны полосы должным образом описывают конфигурацию облака случайных 
состояний.  
Важно отметить, что проведенный анализ, основанный на технике функции 
стохастической чувствительности,  помогает не только проводить корректный анализ 
стохастических аттракторов, но и предугадывать различные качественные эффекты.  
 
  
15 
 
ЧАСТЬ 2. Стохастическая модель Калдора 
2.1 О модели Калдора 
Калдор (1940) представил односекторную бизнес-модель динамики системы 
"инвестиции-сбережения", которая может проявлят периодические колебания. Основной 
идеей Калдора было соединить существование периодического режима с формальным 
предположения об инвестиционной функции и функции сбережения. Эта идея была 
разработана математически Чанг и Смит (1971) на основе строгой качественной теории 
дифференциальных уравнений. Модель Калдора можно записать (Lorenz (1993)) в стандартной 
форме, как  
 
.),(=
)),,(),((=
KKYIK
KYSKYIY






 (11) 
Здесь  - поправочный коэффициент на товарном рынке,  - является нормой амортизации 
основных фондов. В рамках кейнсианской экономики сбережение считается 
пропорциональной к текущему уровню дохода 
 0.>,=),( YKYS  (12) 
Основные предположения Калдора для инвестиционной функции, являются следующие. 
Инвестиции положительно зависят от дохода 







0>
Y
I
 и отрицательно 







0<
K
I
от капитала. 
Предполагается также, что инвестиционная функция нелинейная S-образный (рис.8). Эти 
предположения моделируются функцией 0.>,)(=),( KYIKYI   Эта простая модель 
обсуждалась с экономической точки зрения в работах Rodano (1997), Гандольфо (1997) и 
широко используется Bischi at al (2001), Krawiec and Szydlowski (2005), Kaddar and Talibi 
Alaoui (2009), Wu (2010,2011).  
  
Рис. 8. Инвестиции I  и сбережения S  в модели Калдора. 
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В данной работе для моделирования S-образный инвестиционной функции )(YI  
используется 
 d
cYba
YI 
 ))((exp
1
=)(  (13) 
 с положительными параметрами 0.6=d1,=c4.2,=b1,=a .  
Таким образом, цель исследования состоит в изучении модели Калдора следующего вида 
 
KYIK
YKYIY
0.5)()(=
),0.5)((=






 (14) 
при изменении параметров   и   для 0.5== . 
 
2.2  Равновесия и циклы детерминированной системы 
В системе (14) существует одно равновесие ),( KY , координаты которого совпадают 
)=( KY  и не зависят от  и удовлетворяют уравнению YYI 0.5)(=)(  . На рис. 9 показано, 
как координаты этого равновесия зависит от параметра . Заметим, что для 0.6=
выполняется 1== KY . Когда параметр   увеличивается, равновесные значения дохода и 
капитала снижаются. 
  
Рис. 9. Кординаты равновесия )(=)(  KY . 
Был проведен стандартный анализ устойчивости равновесия, основанный на матрице 
Якоби. Для системы (14), эта матрица может быть записана в виде 
 .
0.5)()(
0.5))((
=
'
'












YI
YI
F
Y
Y
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Параметрическое описании (рис.10) локального фазовые портреты системы (14) 
находится из анализа уравнения 
 0.=dt
2 etFrF    
  
Рис.10. Бифуркационная диаграмма: A  (устойчивый узел), B  (устойчивый фокус), C  
(неустойчивый фокус), D  (неустойчивый узел). 
Здесь представлены следующие зоны: A  (устойчивый узел), B  (устойчивый фокус), 
C  (неустойчивый фокус), D (не устойчивый  узел). Сплошная линия на рис.10 отделеяет 
зоны устойчивости равновесия и соответствует бифуркации Андронова-Хопфа. 
Если 0.6= , матрица Якоби имеет явное представление 
 .
1.11.05
0.60.55
= 






 
F  
Для равновесия выполняется 0,=1.10.55=t rF  и значит бифуркационное значение 
может быть найдено аналитически 2=* . Зависимость показателя Ляпунова )(i   от 
параметра показано на рис.11. При увеличении параметра   свыше бифуркационного 
значения 2,=*  показатель Ляпунова становится положительным, что влечет 
неустойчивость равновесия. 
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Рис. 11. Показатель Ляпунова для модели Калдора при 0.6= . 
На рис.12 проказано как размер аттрактор системы (14) зависит от параметров  и  . 
Здесь построены экстремумы Y - координаты детерминированных аттракторов. Обратите 
внимание, что вблизи точек бифуркации, размер предельных циклов резко возрастает при 
изменении  . 
a)  б)   
Рис. 12. Размер аттракторов модели Калдора: a) для 0.6= ; б) для 2.2= .  
2.3  Стохастические равновесия и циклы 
Для изучения реакции модели Калдора (14) на случайные возмущения, будем 
рассматривать следующую стохастическую систему 
 
.1)()(=
,))((=
3311
2211
wwKKYIK
wwKYKYIY






 (15) 
Здесь 1,2,3)=(iwi - независимые стандартные винеровские процессы с параметрами 
,|st=|))s(w)t(w(E0,=))s(w)t(w(E 2iiii   1 - интенсивность параметрического шума, 
32 , - интенсивности аддитвиных шумов. В случае стохастической модели параметрический 
шум вносится в параметр   в виде: .11w   
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Случайные траектории стохастически возмущенной модели (15) покидают 
детерминированный аттрактор (равновесия или цикла) и образуют вокруг него 
соответствующий стохастический аттрактор. Очевидно, что с увеличением интенсивности 
шума, дисперсия случайных состояний возрастает. В данной работе изучается, как дисперсия 
зависит от параметра регулировки . Зафиксируем 0.6= . 
 
Рис. 13. Случайные состояния стохастической модели Калдора под действием аддитивного 
шума ( 0,=1  0.01== 32  ) для 0.6=  при 0.05=  (светло-серый), 0.8=  (черный), 
1.95=  (темно-серый). 
Будем рассматривать стохастическое равновесие на отрезке *<<0  . На рис. 13 
представлены стохастические равновесия системы (15) под действием только аддитивных 
шумом ( 0.001==0,= 321  ) при 0.05=  (светло-серый), 0.8=  (черный), 1.95=  
(темно-серый). Разброс случайных состояний не однинаков для разных значений параметров.  
Функция стохастической чувствительности позволяет подтвердить аналитически эти 
результаты прямого численного моделирования. 
Чувствительность равновесия ),( KY на вносимые возмущения можно охарактеризовать 
матрицей стохастической чувствительности .=
2221
1211






ww
ww
W  Эта матрица может быть 
найден непосредственно из уравнения (Прил1). На всем интервале 2<<0   структурной 
устойчивости для собственных значений )(),( 21   матрицы )(W для  ==0,= 321
графики зависимости представлены на рис.14. Эти графики отражают немонотонность 
отклонения, обсуждаемое выше. Для небольших  , стохастическая чувствительность 
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равновесия довольно большая. Когда значение параметра  увеличивается, значение функции 
)(i  убывает и достигает своего минимума. После которого растет и стремиться к 
бесконечности вблизи точки бифуркации 2=* . 
 
Рис. 14. График функций )(),( 21   для 0.6=  при  ==0,= 321 .  
Рассмотрим теперь влияние параметрического шума. На рис. 15 представлены 
стохастические  рановесия системы (15) под действием только параметрического шум 
)0==0.001,=( 321   для тех же значений параметра 0.05=  (светло-серый), 0.8=  
(черный), 1.95=  (темно-серый).  
 
Рис. 15. Случайные состояния модели Калдора под действием параметрического шума  
( 0.01,=1  0== 32  ) для 0.6=  при 0.05=  (светло-серый), 0.8=  (черный), 
1.95=  (темно-серый). 
Графики функций )(i для 0==,= 321   представлены на рис. 16. Видно, что в 
этом случае )(i ведут себя одинаково. 
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Рис. 16. Графики функций )(),( 21   для 0.6=  и 0==,= 321  . 
Таким образом, реакция стохастической модели Калдор к аддитивным и 
параметрическим шума различна. 
Рассмотрим стохастические циклы при .<*  На рис. 17а представлен стохастический 
цикл порожденный аддитивным шумом для .0.6=4,=   Отметим, что дисперсия случайный 
состояний вдоль детерминированного цикла неоднородна. Этот факт можно объяснить 
существенной вариацией значений функции стохастической чувствительности )t(m  на 
интервале периодичности (см. Рис.17б).  
 
Рис. 17. Стохастический цикл модели Калдора для 0.6= , 4= : 
a) случайные состояния при 0,=1  0.02== 32  , б) функция стохастической 
чувстивтельности )t(m . 
Для стохастических циклов фактор стохастической чувститвительности )(M   
придставлен на рис.18. Здесь для аддитивного шума )(M  (рис. 18а), функция монотонно 
стремится к нулю. Стохастическая модель Калдор с параметрическими шум ведет себя иначе 
22 
 
(рис.18б).  График функции )(M  не является монотонным. 
а) б)   
Рис. 18. Фактор стохастической чувствительности цикла )(M   для 0.6=   
а) с аддитивным шумом, б) с параметрическим шумом. 
Интерес вызывает сравнение реакции системы Калдора к аддитивным и 
параметрическим шумам той же интенсивности. На рис. 19 случайные состояния цикла 
порожденные аддитивным шумом ( 0.001==0,= 321  ) представлены  черным цветом, а 
для параметрического шума ( 0==0.001,= 321  ) - серым. Как видно, система Калдора 
гораздо более чувствительна к параметрическим случайным возмущениям. Действительно, 
малое изменение поправочного коэффициента  может привести к значительным изменениям 
в поведении системы. 
 
Рис. 19. Стохастические циклы модели Калдора при 10= , 0.6=  для аддитивного шума 
( 0,=1 0.001== 32  ) (черный) и параметрического шума ( 0.001,=1 0== 32  ) (серый). 
 
2.4 Индуцированная шумом бистабильность модели Калдора 
Шум может вызывать не только количественные изменения в модели стохастической 
динамики Калдор, но и качественные. Детерминированная модель Калдора моностабильно для 
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всех параметров  и . Эта система имеет один аттрактор (равновесие или предельный цикл). 
Например, детерминированная система (14) при 0.593=2.2,=   имеет одно устойчивое 
равновесие. На рис. 20 представлены случайные состояния системы (15) под действием 
аддитивного шума ( 0=1 ) для различных значений интенсивности: 0.01== 32   (черный), 
0.05== 32   (серый). 
 
Рис. 20. Случайные состояния стохастической модели Калдора для 0.593=2.2,=  , 0=1  
при 0.001== 32   (черный) и 0.05== 32   (серый). 
При увеличении интенсивности шума дисперсия случайных состояний увеличивается. 
Но наряду с этими количественными изменениями наблюдаются новые качественные 
деформации стационарной плотности вероятностей. Для малого шума случайные состояния 
сосредоточены в малой окрестности устойчивого равновесия. В этом случае, функция  
плотности вероятности имеет один пик (Рис.21a). При дальнейшем увеличении интенсивности 
шума, форма функция плотности вероятности качественно меняется от унимодальной к 
бимодальной. Действительно, для ,0.05== 32   случайные состояния сосредоточены в 
двух зонах фазовой плоскости и соответствующая функции плотности вероятности имеет два 
пика (Рис. 21б).  
В модели Калдора наблюдается стохастическая бифуркация (Арнольд (1998)). На рис.22 
представлены временные ряды дохода Y  и капитала K , построеные для унимодального и 
бимодального режимов стохастической модели Калдора. В унимодальном режиме, случайные 
состояния переменных Y  и K колеблются около равновесных значений KY ,  (Рис.22a). В 
бистабильным режима, реакция Y и K  на случайные возмущения совершенно иная. Здесь 
капитал K  случайно колеблется с достаточно большим разбросом в то время как доходы Y
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проявляет случайные скачки между двумя определенными случайными состояниями.  
 
а)  б)  
 
Рис. 21.  Функция плотности распределения для случайных состояний стохастической модели 
Калдора для 0=0.593,=2.2,= 1 :  a) унимодальный режим при 0.001== 32  ;  
б) бимодальный режим при 0.05== 32  . 
 
  a)    
б)      
Рис. 22. Временные ряды стохастической модели Калдора для 0.593=2.2,=  , 0=1  при 
a) 0.001== 32  ; b) 0.05== 32  . 
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Это явление может быть классифицировано как индуцированная шумом бистабильность. 
Один пик функции плотности вероятности соответствует устойчивому равновесию 
детерминированной системы, второй пик не имеет детерминированного аналога. Таким 
образом, эта простая двумерная модель демонстрирует возникновение новых динамических 
режимов в нелинейной экономике под действием случайных возмущений, которые не могут 
быть объяснены детерминированной теорией. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Таким образом, в работе был проведен полный параметрический анализ аттракторов 
модели бизнес-циклов и Калдора. 
1. В детерминированной модели бизнес – циклов была численно найдена кривая, 
отражающая исчезновение неустойчивого цикла, которая была аналитически выведена 
из теории усреднения Ван-дер-Поля. 
2. Аналитически была посчитана функция стохастической чувствительности для 
равновесий и численно для цикла (модель бизнес-циклов, модель Калдора).  
3. Для исследования мультипликативного шума была аналитически получена матрица 
вторых моментов, задающая дисперсию отклонений (продемонстрировано на примере 
модели бизнес-циклов).  
4. Подробно изучены стохастические аттракторы моделей, основываясь на прямом 
численном моделировании и применение аппарата функции стохастической 
чувствительности для анализа отклика аттракторов системы на вносимые случайные 
возмущения (модель бизнес-циклов, модель Калдора).  
5. Использую технику функции стохастической чувствительности и матрицы вторых 
моментов, были построены доверительные области для конструктивного 
геометрического описания вероятностно-пространственного распределения случайных 
состояний стохастических аттракторов (продемонстрировано на примере модели 
бизнес-циклов).  
6. Обнаружен и исследован эффект генерация стохастического цикла (модель Калдора). 
7. Для реализации исследований доработан программный комплекс необходимыми 
алгоритмы.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
Функция стохастической чувствительности 
В результате действия шумов случайные траектории системы покидают 
детерминированный аттрактор и формируют некоторый стохастический аттрактор со 
стационарным распределением . Функция  удовлетворяет стационарному 
уравнению Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК). Непосредственное использование этого 
уравнения уже для двумерных систем является технически трудной задачей. В этих 
обстоятельствах, широко используются методики, основанные на функции квазипотенциала 
 
Квазипотенциал связан с некоторой вариационной задачей минимизации функционала 
действия и удовлетворяет уравнению Гамильтона–Якоби. Уравнение Гамильтона-Якоби 
выглядит проще, чем стационарное уравнение, однако и его точное решение является весьма 
сложной задачей. В работах Ряшко Л.Б., Башкирцевой И.А. (2000) был предложен 
конструктивный подход, связанный с введением еще одной асимптотики  в малой 
окрестности исследуемого аттрактора. 
Было доказано, что положительно определенная матрица W – матрица стохастической 
чувствительности – является решением алгебраического уравнения 
,SWFFW T    (Прил1) 
где   
Эта матрица характеризует разброс случайных траекторий системы  вокруг равновесия . 
В случае цикла на плоскости матрицы W(t) и P(t) имеют ранг, равный единице, и 
представимы в виде 
).()()(),()()( tptptPtPtmtW T  
Здесь p(t) – нормированный вектор, ортогональный касательному вектору  f(ξ(t)),  
а m(t) > 0 – T-периодическая скалярная функция, задающая разброс (дисперсию) пучка по 
нормали к циклу. Функция m(t) удовлетворяет краевой задаче 
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Функция m(t) определяет локальную стохастическую чувствительность цикла в точке 
ξ(t). Удобной характеристикой стохастического цикла в целом является коэффициент 
стохастической чувствительности M = max m(t), где 0<t<T. 
Построение доверительных областей 
Опираясь на найденную функцию чувствительности можно построить эллипсы 
рассеивания – для равновесия (Ряшко Л.Б., Башкирцева И.А. (2011a)) и доверительные полосы 
– для цикла (Ряшко Л.Б., Башкирцева И.А. (2011б)). Этот аппарат позволяет построить 
область, в которую с заданной вероятностью попадут  случайные состояния. Для построения 
эллипсов рассеивания используются следующие формулы 
,
,
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где   
определитель матрицы, составленной из собственных векторов матрицы W. 
Доверительные полосы строятся по следующим формулам  
),()(2)(2,1 tptktx    
где  
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